SM21202  Pengaturcaraan Matematik

_________________________________________________________________________________

BAB 2
PENGATURCARAAN INTEGER
· Terdapat pelbagai cara yang boleh digunakan untuk menyelesaikan masalah pengaturcaraan integer. Ada yang boleh digunakan untuk selesaikan pelbagai jenis modeldan ada pula yang dikhaskan bagi model PI yang khusus, misalnya masalah 0-1 (sifar-satu). 

· 2 kaedah penyelesaian iaitu kaedah satah potongan dan kaedah cabang dan batas

1) KAEDAH SATAH POTONGAN 
1.1 Satah potongan mengecilkan ruang penyelesaian
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Selain titik d = (0,0), titik penjuru yang lain adalah bukan integer. Titik yang bertanda (.) ialah titik integer di dalam ruang penyelesaian. Kaedah ini akan mengecilkan ruang penyelesian agar titik penjuru yang bernilai integer diperoleh. Rajah 2 menunjukkan dua kekangan potongan (1 dan 2) ditambah agar ruang penyelesaian dikecilkan dengan menghapuskan kawasan yang berlorek.
1.2 Kaedah satah potongan untuk integer tulen

Pertimbangkan model PI berikut:

Optimumkan 
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Langkah-langlah:

i) Selesaikan dengan menggunakan kaedah simpleks dengan abaikan syarat integer terhadap x. Jika semua pembolehubah adalah integer pada penyelesaian optimum ini, berhenti. Jika tidak pergi ke langkah 2.
ii) Untuk membentuk kekangan potongan, pilih baris ke-I yang nilai bi –nya tak integer. Katakan persamaan dibaris tersebut adalah
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    Bentukkan kekangan baru sebagai
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Di sini 
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dan xL adalah pembolehubah lalaian yang merupakan integer positif. (pilih nilai      fi yang paling besar)

iii)
Tambahkan kekangan yang dibentuk dilangkah 2 kepada tablo yang diperoleh dilangkah 1 dan gunakan kaedah simpleks dual jika perlu.
Contoh:
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Penyelesaian:
Tablo 1 (tablo optimum simpleks)
	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	NSK

	Z
	0
	0
	-1/3
	-5/12
	15/4

	x1
	1
	0
	1/3
	-1/12
	5/4

	x2
	0
	1
	1/3
	1/6
	5/2


Oleh kerana penyelesaian ini bukan integer, kekangan satah potongan mesti ditambah. Didapati f1 = ¼ dan f2 = ½ , jadi pilih baris x2 untuk membentuk satah potongan. Oleh kerana 
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 maka, kekangan yang dibentuk ialah 
[image: image11.wmf]342

-1/3-1/6-1/25

xxu

+=

. Kekangan ini ditambahkan kepada tablo 1 dan hasilnya ditunjukkan dalam tablo 2:
Tablo 2

	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	u2
	NSK

	Z
	0
	0
	-1/3
	-5/12
	0
	15/4

	x1
	1
	0
	1/3
	-1/12
	0
	5/4

	x2
	0
	1
	1/3
	1/6
	0
	5/2

	u2
	0
	0
	-1/3
	-1/6
	1
	-1/2


Seterusnya gunakan kaedah simpleks dual ke atas tablo 2 dan akan diperoleh tablo 3:
Tablo 3

	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	u2
	NSK

	Z
	0
	0
	0
	-1/4
	-1
	13/4

	x1
	1
	0
	0
	-1/4
	1
	3/4

	x2
	0
	1
	0
	0
	1
	2

	x3
	0
	0
	1
	1/2
	-3
	3/2


Kekangan dibaris x3 ialah 
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 Oleh kerana 
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 kekangan yang patut ditambah ialah 
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 Langkah-langkah seterusnya ditunjukkan dalam tablo 4 dan 5:
Tablo 4

	Asas
	x1
	x2
	S1
	S2
	u2
	u3
	NSK

	Z
	0
	0
	0
	-1/4
	-1
	0
	13/4

	x1
	1
	0
	0
	-1/4
	1
	0
	3/4

	x2
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	2

	x3
	0
	0
	1
	1/2
	-3
	0
	3/2

	u3
	0
	0
	0
	-1/2
	0
	1
	-1/2


Tablo 5

	Asas
	x1
	x2
	S1
	S2
	u2
	u3
	NSK

	Z
	0
	0
	0
	0
	-1
	-1/2
	-3

	x1
	1
	0
	0
	0
	1
	-1/2
	1

	x2
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	2

	x3
	0
	0
	1
	0
	-3
	1
	1

	x4
	0
	0
	0
	1
	0
	-2
	1


Penyelesaian optimum di tablo 5 adalah integer dengan x1 = 1, x2 = 2 dan z = - 3.
1.3 Satah potongan untuk integer bercampur
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Selesaikan masalah PI ini dengan menggunakan kaedah simpleks. Katakan tablo optimum adalah seperti berikut:

	Asas
	x1
[image: image17.wmf]L

xi
[image: image18.wmf]L

xm                  w1  
[image: image19.wmf]L

  wn
	NSK

	Z
	0 
[image: image20.wmf]L

 0 
[image: image21.wmf]L

0              
[image: image22.wmf]1

c

   
[image: image23.wmf]L

   
[image: image24.wmf]n

c


	
[image: image25.wmf]b

0

	x1


[image: image26.wmf]M


xi


[image: image27.wmf]M


xm
	1 
[image: image28.wmf]L

 0 
[image: image29.wmf]L

0            
[image: image30.wmf]a

11  
[image: image31.wmf]L

  
[image: image32.wmf]a

1n

[image: image33.wmf]M

       
[image: image34.wmf]M

      
[image: image35.wmf]M

               
[image: image36.wmf]M

            
[image: image37.wmf]M


0 
[image: image38.wmf]L

 1 
[image: image39.wmf]L

0            
[image: image40.wmf]a

i1   
[image: image41.wmf]L

  
[image: image42.wmf]a

in

[image: image43.wmf]M

       
[image: image44.wmf]M

      
[image: image45.wmf]M

               
[image: image46.wmf]M

            
[image: image47.wmf]M


0 
[image: image48.wmf]L

 0 
[image: image49.wmf]L

1            
[image: image50.wmf]a

m1  
[image: image51.wmf]L

  
[image: image52.wmf]a

mn
	
[image: image53.wmf]b

1


[image: image54.wmf]M



[image: image55.wmf]b

i

[image: image56.wmf]M



[image: image57.wmf]b

m


Katakan yang dikehendaki adalah xk bernilai integer. Baris xk boleh ditulis sebagai
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Kekangan berikut ditambahkan kepada tablo optimum:
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                  (1)
Di sini J + = {j |  j ialah subskrip pembolehubah tak asas yang 
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Dari sini kaedah simpleks dual digunakan untuk menjadi penyelesaiain tersaur.

Contoh:
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Penyelesaian:

Tablo 1 (tablo optimum)
	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	NSK

	Z
	0
	0
	28/11
	15/11
	63

	x2
	0
	1
	7/22
	1/22
	7/2

	x1
	1
	0
	-1/22
	3/22
	9/2


Berdasarkan x1, didapati
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dan di sini J + = {4} dan J - = {3} dan f1 = ½. Maka bentukkan kekangan 
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atau 
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. Seterusnya kekangan ini ditambahkan kepada tablo 2 dan memperoleh tablo 3.

Tablo 2
	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	s1
	NSK

	Z
	0
	0
	28/11
	15/11
	0
	63

	x2
	0
	1
	7/22
	1/22
	0
	7/2

	x1
	1
	0
	-1/22
	3/22
	0
	9/2

	s1
	0
	0
	-1/22
	-3/22
	1
	-1/22


Gunakan kaedah simpleks dual ditablo 2 dan hasilnya ditunjukkan ditablo 3. Penyelesaian tablo 3, iaitu x1 = 4, x2 = 10/3 dan z = 58 memenuhi syarat-syarat pada masalah PI bercampur yang asal, maka penyelesaian ini adalah penyelesaian optimum.
Tablo 3
	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	s1
	NSK

	Z
	0
	0
	23/11
	0
	10
	58

	x2
	0
	1
	10/33
	0
	-1/3
	10/3

	x1
	1
	0
	-1/11
	0
	1
	4

	x4
	0
	0
	1/3
	1
	-22/3
	11/3


Kekangan potongan bercampur yang diberikan oleh persamaan (1)  tidak mengambil kira beberapa wj yang mungkin dikehendaki bernilai integer juga. Jika keadaan ini diambil kira kekangan yang berikut dihasilkan:
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Perhatikan bahawa fkj ialah bahagian pecahan daripada akj, iaitu 
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Penyelesaian:

Tablo 1 (tablo optimum)
	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	NSK

	Z
	17/16
	0
	0
	7/16
	0
	5/4
	155/8

	x3
	¾
	0
	1
	1/4
	0
	0
	5/2

	x5
	11/16
	0
	0
	-3/16
	1
	-1/4
	17/8

	x2
	9/16
	1
	0
	-1/16
	0
	1/4
	19/8


Indeks pembolehubah tak asas ialah j = 1, 4, 6. Oleh kerana 5/2=2+1/2 maka f1 = 1/2.

· j = 1, x1 mesti integer jadi   3/4 = 0 + 3/4  atau 
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      Maka 
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· j = 4, x4 mesti integer jadi   1/4 = 0 +1/4 atau 
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      Oleh itu
[image: image72.wmf]4

1

4

l

=


· j = 6, x6 boleh ambil sebarang nilai positif dan 
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Kekangan satah potongan yang diperoleh ialah
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Kekangan ini perlu ditambah kepada tablo 1 untuk memperoleh tablo 2. Tablo 2 tak ersaur, oleh itu gunakan kaedah simpleks dual. Keputusan seterusnya ditunjukkan dalam tablo 3 dengan penyelesaian optimum x1 = 0, x2 = 5/2, x3 =2 dan z = 37/2.
Tablo 2
	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	u1
	NSK

	Z
	17/16
	0
	0
	7/16
	0
	5/4
	0
	155/8

	x3
	3/4
	0
	1
	1/4
	0
	0
	0
	5/2

	x5
	11/16
	0
	0
	-3/16
	1
	-1/4
	0
	17/8

	x2
	9/16
	1
	0
	-1/16
	0
	1/4
	0
	19/8

	u1
	-1/4
	0
	0
	-1/4
	0
	0
	1
	-1/2


Tablo 3
	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	u1
	NSK

	Z
	5/8
	0
	0
	0
	0
	5/4
	7/4
	37/2

	x3
	½
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	2

	x5
	7/8
	0
	0
	0
	1
	-1/4
	-3/4
	5/2

	x2
	5/8
	1
	0
	0
	0
	1/4
	-1/4
	5/2

	x4
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	-4
	2


2)
Kaedah Cabang dan Batas
Contoh:

Selesaikan masalah PI berikut dengan menggunakan kedah cabang dan batas.
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Penyelesaian
Tablo optimum
	Asas
	x1
	x2
	S1
	S2
	NSK

	Z
	0
	0
	-1/3
	-5/12
	-15/4

	x1
	1
	0
	1/3
	-1/12
	5/4

	x2
	0
	1
	1/3
	1/6
	5/2


Katakan pilih x1, maka masalah PL yang akan terbentuk adalah
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Untuk PL1:
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Dari baris x1 pada tablo optimum,
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Kemudian gunakan formula 
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Tablo 1
	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	NSK

	Z
	0
	0
	-1/3
	-5/12
	0
	-15/4

	x1
	1
	0
	1/3
	-1/12
	0
	5/4

	x2
	0
	1
	1/3
	1/6
	0
	5/2

	x5
	0
	0
	-1/3
	1/12
	1
	-1/4


Tablo 2

	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	NSK

	Z
	0
	0
	0
	-1/3
	-1
	-7/2

	x1
	1
	0
	0
	0
	1
	1

	x2
	0
	1
	0
	1/4
	1
	9/4

	x3
	0
	0
	1
	-1/4
	-3
	3/4
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Perhatikan bahawa nilai optimum pad anod 1 ialah z = - 7/2, nilai ini lebih besar daripada nilai z pada nod 0. Ini kerana telah ditambah satu kekangan 
[image: image81.wmf]1
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 pada masalah nod 0. Oleh kerana penyelesaian pada nod 1 bukan integer, buat 2 cabang dari nod 1 (nod 3 dan nod 4). Percabangan tidak diteruskan pada nod 2 kerana penyelesaian adalah integer. Penyelesaian dinod 4 adalah tak tersaur maka percabangan tidak diteruskan. Penyelesaian pada nod 3 juga bukan integer (maka teruskan ke nod 5 dan nod 6). Pada nod 5penyelesaian optimum juga adalah bukan integer dan terus lihat kepada nod 6. Penyelesaian pada nod 6 dalah integer dan percabangan juga tidak diteruskan kerana sebarang penyelesaian yang seterusnya mempunyai nilai z yang melebihi -5/2. Oleh kerana percabangan tidak boleh diteruskan lagi dari sebarang nod, maka penyelesaian yang terbaik (optimum) adalah pada nod 6.
Seterusnya jadual berikut pula menunjukkan bagaiamana kekangan x2 ditambah pada tablo optimum
Tablo 1
	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	NSK

	Z
	0
	0
	-1/3
	-5/12
	0
	-15/4

	x1
	1
	0
	1/3
	-1/12
	0
	5/4

	x2
	0
	1
	1/3
	1/6
	0
	5/2

	x5
	0
	0
	1/3
	-1/12
	1
	-3/4


Tablo 2

	Asas
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	NSK

	Z
	0
	0
	-2
	0
	-5
	0

	x1
	1
	0
	0
	0
	-1
	2

	x2
	0
	1
	1
	0
	2
	1

	x4
	0
	0
	-4
	1
	-12
	9


2.1
Kaedah Cabang dan Batas bagi Masalah Integer Bercampur

Contoh:

Selesaikan masalah PI berikut dengan menggunakan kedah cabang dan batas.
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Penyelesaian
Tablo optimum
	Asas
	x1
	x2
	S1
	S2
	NSK

	Z
	0
	0
	1/3
	1/3
	11/3

	x1
	1
	0
	1/3
	-2/3
	2/3

	x2
	0
	1
	-1/3
	5/3
	7/3


Katakan pilih x1, maka masalah PL yang akan terbentuk adalah
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Untuk PL1: 
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Dari baris x1 pada tablo optimum,
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Seterusnya untuk PL2: 
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Dari baris x1 pada tablo optimum,
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Nilai pada nod 1 dan 2 adalah integer tetapi nilai z pada nod 2 lebih baik (besar) daripada nod 1. Maka penyelesaian optimum adalah seperti yang ditunjukkan pada nod 2.[image: image90.emf] 
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