SM21202  Pengaturcaraan Matematik

_________________________________________________________________________________

BAB 3
PENGATURCARAAN TAK LINEAR
· DEFINISI:


Masalah pengaturcaraan tak linear (PTL) boleh dinyatakan seperti berikut:


 Cari nilai pembolehubah keputusan x1, x2, …, xn dengan 
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· Terdapat 2 jenis PTL:

1) Tidak ada kekangan

2) Mempunyai kekangan

Contoh 1:
Sebuah syarikat memerlukan $ c per unit untuk menghasilkan satu produk. Jika syarikat tersebut mengenakan $ p per unit untuk produk tersebut , permintaan pelanggan akan menjadi D(p) unit. Untuk memaksimumkan keuntungan apakah harga yang perlu dikenakan untuk produk tersebut?

Penyelesaian

Pembolehubah keputusan, p

Keuntungan = (p – c) D(p)
Maka model PTL adalah,
           Maksimum = (p – c) D(p)
Contoh 2:

If K units capital and L units of  labor are used, a company can produce KL units of manufactured goods. Capital can be purchased at $4/unit and labor can be purchased at $1/unit. A total of $8 is available to purchase capital and labor. How can the firm maximize the quantity of the good that can be manufactured?
Penyelesaian
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Dengan penyelesaian z = 4, K=1 dan L=4.

Contoh 3:


Trucko is trying to determine where it should locate a single warehouse. The positions in the xy-plane (in miles) of four customers and the number of shipments made manually to each customer are given in Table 1. Trucko wants to locate the warehouse to minimize the total distance trucks must travel annually from the warehouse to the four customers.
Penyelesaian

Define     X = x-coordinate of warehouse
                 Y = y-coordinate of warehouse

                 Di = distance from customer i to warehouse

	Customer
	Coordinate
	Number of shipment

	
	x
	y
	

	1
	5
	10
	200

	2
	10
	5
	150

	3
	0
	12
	200

	4
	12
	0
	300







Table 1
Model PTL,
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Result,

z=5456.5397, D1=6.5822,  D2=0.6864, D3=11.634, D4=5.70
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LINGO located the warehouse at x=9.31 and y=5.03. Each year the truck will travel a total of 5, 456.54 miles from the warehouse.
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EKSTREMUM TEMPATAN (LOCAL EXTREMUM)
· Definisi:

Bagi sebarang PTL (pemaksimuman) satu titik tersaur x = (x1, x2, …, xn) merupakan satu maksimum tempatan jika nilai 
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yang mempunyai 
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· Secara ringkas :
1) Masalah maksimum : 
Satu titik x adalah maksimum tempatan jika 
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 bagi kesemua x’ yang  tersaur (berhampiran dengan x.
2) Masalah minimum : 
Satu titik x adalah minimum tempatan jika 
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 bagi kesemua x’ yang  tersaur (berhampiran dengan x.
FUNGSI CEMBUNG DAN CEKUNG
· Definisi 1:
Satu fungsi f (x1, x2, …, xn) ialah fungsi cembung atas satu set cembung S jika sebarang 
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Adalah benar untuk 
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· Definisi 2:
Satu fungsi f (x1, x2, …, xn) ialah fungsi cekung atas satu set cekung S jika sebarang 
[image: image14.wmf]xS

¢

Î

 dan 
[image: image15.wmf]xS

¢¢

Î







[image: image16.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11

fcxcxcfxcfx

¢¢¢¢¢¢

+-³+-

                            (2)
Adalah benar untuk 
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Fungsi Cembung                     
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Fungsi Cekung
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Rajah 1
Titik A = 
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Titik D =
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Titik C =
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Titik B =
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Rajah 2
Titik A = 
[image: image23.wmf](

)

(

)

,

xfx

¢¢

 


Titik D =
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Titik C =
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Titik B =
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Katakan f(x) adalah satu fungsi untuk pembolehubah tunggal. Daripada Rajah 1 dan ketaksamaan 1, didapati f(x) adalah cembung jika dan hanya juka segmen garisan yang menghubungkan sebarang 2 titik di atas lengkung y =f(x).

 
Begitu juga dengan Rajah 2 dan ketaksamaan 2 menunjukkan bahawa f(x) adalah satu fungsi cekung jika dan hanya jika garis lurus yang menyambungkan 2 titik di atas lengkung y =f(x)tidak pernah berada di atas lengkung y =f(x).
TEOREM 1

Pertimbangkan PTL (1) dan andaikan ia adalah masalah maksimum. Katakan kawasan tersaur S untuk PTL (1) ialah satu set cembung. Jika f(x) adalah cekung atas S, maka sebarang maksimum tempatan untuk PTL (1) merupakan penyelesaian optimum untuk PTL tersebut.
Bukti: Jika teorem 1 palsu, maka terdapat satu maksimum temapatan yang bukan merupakan penyelesaian optimum. Katakana S kawasan tersaur untuk PTL (1) (andaikan S adalah set cembung). Maka untuk setengah 
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Sekarang perhatikan bahawa untuk c yang secara rawak hamper dengan 1, 
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 adalah tersaur (S adalah cembung) dan hamper dengan 
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. Oleh itu, 
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tidak boleh menjadi satu maksimum tempatan. Kontradiksi ini membuktikan Teorem 1.
TEOREM 1'

Pertimbangkan PTL (1) dan andaikan ia adalah masalah minimum. Katakan kawasan tersaur S untuk PTL (1) ialah satu set cembung. Jika f(x) adalah cembung atas S, maka sebarang minimum tempatan untuk PTL (1) merupakan penyelesaian optimum untuk PTL tersebut.

Teorem 1 dan 1' menunjukkan bahawa jika memekasimumkan suatu fungsi cekung (atau meminimumkan fungsi cembung) di atas kawasan tersaur (cembung S, maka sebarang maksimum tempatan /minimum tempatan akan menyelesaikan PTL (1). Apabila menyelesaikan PTL, Teorem 1 dan 1'  akan digunakan (berulang kali).
TEOREM 2

Katakan 
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 wujud untuk semua x dalam satu set cembung S. Maka f(x) adalah fungsi cembung atas S jika dan hanya jika  
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TEOREM 2'

Katakan 
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 wujud untuk semua x dalam satu set cembung S. Maka f(x) adalah fungsi cekung atas S jika dan hanya jika  
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Contoh:

Tunjukkan bahawa 
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 adalah suatu fungsi cembung S = R'.

Tunjukkan 
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Didapati 
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, dengan itu 
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 adalah fungsi cembung.
PENYELESAIAN PTL DENGAN 1 PEMBOLEHUBAH

· Masalah PTL:
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(2)
    ( Jika b = ∞, maka kawasan tersaur untuk PTL (2) ialah x ≥a dan jika a = – ∞, maka kawasan tersaur untuk (2) ialah x ≤ b.  

· Untuk mendapatkan penyelesaian optimum PTL (2), dapatkan semua maksimum/minimum tempatan. Satu titik maksimum/minimum tempatan PTL (2) dipanggil ekstremum tempatan. Dengan itu, penyelesaian optimum PTL (2) dalah maksimum/minimum tempatan yang mempunyai nilai terbesar/terkecil untuk f (x). Jika  a = – ∞ dan b = ∞, maka PTL (2) mungkin tidak mempunyai penyelesaian optimum.
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Rajah 3 PTL tanpa penyelesaian

· Terdapat 3 jenis titik yang mana (2) boleh mempunyai minimum/maksimum tempatan:

1) Kes 1
Titik dimana 
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2) Kes 2
Titik dimana 
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 tidak wujud
3) Kes 3
Titik hujung a dan b  untuk selang [a,b]
KES 1:  Titik dimana a < x < b  dan  f '(x) = 0
TEOREM 3 
Jika  f '(x) = 0 dan 
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 maka 
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 adalah maksimum tempatan. Jika  f '(x) = 0 dan 
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TEOREM 4 
Jika 
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i)   Jika terbitan pertama tidak lenyap (bukan sifar) pada  
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 dan sebagainya, maka 
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bukan maksimum /minimum tempatan. 

ii)   Jika tebitan tertib pertama yang tidak lenyap pada 
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adalah positif dan merupakan terbitan tertib genap maka 
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adalah titik minimum tempatan.
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Jika terbitan tertib pertama yang tidak lenyap pada 
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adalah negatif dan merupakan terbitan tertib genap maka 
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 adalah titik maksimum tempatan.
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Maka 
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bukan ekstremum

      Maka 
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bukan ekstremum
 Tempatan



      tempatan
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Untuk 
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 maksimum tempatan
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 maksimum  tempatan
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(c)   
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 bukan maksimum/minimum       tempatan tetapi 
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KES 2 : Titik-titik di mana f '(x) tidak wujud    
Jika f (x) tidak mempunyai terbitan di 
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, maka 
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boleh menjadi satu maksimum tempatan, minimum tempatan atau bukan kedua-duanya. Dalam kes ini, tentukan samada 
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adalah minimum/maksimum tempatan dengan menyemak nilai-nilai f (x)  pada titik  
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 yang berhampiran dengan
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. 4 kes yang mungkin ditunjukkan dalam jadual di bawah.
	Hubungan antara
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	Rajah
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	Bukan extremum tempatan
	5(a)

	
[image: image93.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

12

:

fxfxfxfx

oo

<>


	Bukan extremum tempatan
	5(b)
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	Maksimum tempatan
	5(c)

	
[image: image95.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

12

:

fxfxfxfx

oo

£³


	Minimum tempatan
	5(d)
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KES 3: Titik hujung a dan b untuk selang [a , b ]
· Daripada Rajah 6, didapati bahawa :
Jika 
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, maka a adalah minimum tempatan
Jika 
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, maka a adalah maksimum tempatan

Jika 
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, maka a adalah maksimum tempatan

Jika 
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, maka b adalah minimum tempatan
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, lakar seperti Rajah 5 untuk menentukan sama ada a  atau b merupakan ekstremum tempatan.
(a) 
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(b) 
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, a maksimum tempatan
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      (c) 
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Contoh 1:

Seorang pemonopoli memerlukan RM 5 untuk menghasilkan satu unit produk. Jika beliau menghasilkan x unit produk tersebut, setiap unit boleh dijual dengan harga RM 10 – x (0 ≤ x ≤ 10). Untuk memaksimumkan keuntungan, berapa banyakkah yang perlu dihasilakan oleh pemonopoli tersebut?

Penyelesaian

Katakana P (x) adalah keuntungan

P (x) = harga x unit – kos x  unit

        = x (10 – x ) – 5x    

        = 5x–x2                                  (0 ≤ x ≤ 10)
Maka model PTL,


Maksimum    P (x)

t.k
0 ≤ x ≤ 10
Kes 1:

Langkah 1:
P'(x) = 5 – 2x 


Jika P'(x) = 0 maka 5 – 2x = 0 dan x = 2.5

Langkah 2:
Tentukan ekstremum tempatan



P"(x) = – 2



Oleh kerana P"(x) < 0, maka x = 2.5 adalah maksimum tempatan 



Maka keuntungan maksimum P(2.5) = 18.75

Kes 2:

P'(x) tidak wujud untuk semua titik dalam [0,10]. Dengan itu tidak terdapat ekstremum tempatan untuk kes 2.

Kes 3:
Langkah 1:
Tentukan a = 0 ekstremum tempatan atau bukan ekstremum tempatan




P'(0) = 5 – 2(0) = 5 > 0



Maka a = 0 adalah maksimum tempatan

Langkah 2:
Tentukan b = 10 ekstremum tempatan atau bukan ekstremum tempatan




P'(10) = 5 – 2(10) = –15 < 0



Maka b = 10 adalah minimum tempatan

Oleh itu hanya x = 2.5 merupakan maksimum tempatan dengan keuntungan maksimum 17.85. Perhatikan jika P"(x) = – 2 untuk setiap x, maka P(x) fungsi cekung. Sebarang maksimum tempatan merupakan penyelesaian optimum bagi PTL ini. 

Contoh 2:

Katakan       f (x) = 2 – (x – 1)2     untuk  0 ≤ x ≤ 3
 f (x) = – 3 + (x – 4)2  untuk  3 ≤ x ≤ 6

Dapatkan



Maksimum f (x)



t.k       0 ≤ x ≤ 6

Penyelesaian

Kes 1:

(1) 0 ≤ x ≤ 3
Langkah 1:
f (x) = 2 – (x – 1)2     



Jika f '(x) = 0 maka  – 2 (x – 1)= 0 dan x = 1

Langkah 2:
Tentukan ekstremum tempatan




f "(x) = – 2




Oleh kerana f  "(x) < 0, maka x = 1 adalah maksimum tempatan 





dengan  f (1) = 2
(2) 3 ≤ x ≤ 6
Langkah 1:
f (x) = – 3 + (x – 4)2  



Jika f '(x) = 0 maka  2 (x – 4)= 0 dan x = 4
Langkah 2:
Tentukan ekstremum tempatan




f "(x) = 2



Oleh kerana f  "(x) > 0, maka x = 4 adalah minimum tempatan 

Kes 2:

f '(x) tidak wujud pada x = 3 (Rujuk Rajah 7). Oleh itu x = 3 mungkin ekstremum tempatan atau tidak. Maka Tentukan nilai f (x) pada titik x1 < x0 dan x2 > x0  yang menghampiri x0. Di sini x0 =3, x1 =2.9 dan x2 =3.1 dengan f (3) = –2, f (2.9) = –1.61 dan f (3.1) = –2.19. Didapati  f (x1) < f (x0) dan  f (x0) > f (x2), maka x = 3 bukan ekstremum tempatan.   
Kes 3:

Langkah 1:
Tentukan a = 0 ekstremum tempatan atau bukan ekstremum tempatan




f '(0) = – 2(0 – 1) = 2 > 0



Maka a = 0 adalah maksimum tempatan

Langkah 2:
Tentukan b = 6 ekstremum tempatan atau bukan ekstremum tempatan



f  '(10) = 2(6 – 4) = 4 > 0



Maka b = 6 adalah maksimum tempatan
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Oleh itu, untuk [0,6], terdapat 2 maksimum tempatan iaitu x = 1 dan x = 6. Oleh kerana f (1) =2 dan f (6)=1, maka penyelesian optimum berlaku apabila x = 1.
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GOLDEN SECTION SEARCH

· Pertimbangkan funsi f (x) (untuk sesetengah x, f  '(x) mungkin tidak wujud). Katakan ingin menyelesaikan PTL berikut:




Maksimum f (x)







(1)




t.k
a ≤ x ≤ b


Mungkin f '(x) tidak wujud atau mungkin sukar meneyelesaikan persamaan f '(x)=0. Dalam kedua-dua kes, mungkin sukar untuk diselesaikan menggunakan kaedah tertentu. Oleh itu, bahagian ini akan membincangkan bagaimana (1) boleh diselesaikan jika f (x) merupakan satu fungsi khas.

· DEFINISI:
Satu fungsi f (x) adalah unimodal dalam [a,b] jika untuk sesetengah titik 
[image: image106.wmf]x

 dalam [a,b], f (x) bertambah dengan tegas atas [a, 
[image: image107.wmf]x

] dan menurun dengan tegas atas

[
[image: image108.wmf]x

, b].

· KES 1: f (x1) < f (x2)
Oleh kerana f (x) bertambah untuk sekurang-kurangnya sebahagian daripada selang [x1, x2], kenyataan bahawa f (x) adalah unimodal menunjukkan bahawa penyelesaian optimum kepada (1) tidak boleh wujud dalam [a, x1]. Dengan itu, dalam kes 1,  
[image: image109.wmf](
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. (Rajah 1)
· KES 2: f (x1) = f (x2)
Untuk sesetengah bahagian dalam selang [x1, x2], f (x) semestinya akan menurun dan penyelesaian optimum untuk (1) mesti berlaku untuk sessetengah 
[image: image110.wmf]x

 < x2. Dengan itu dalam kes 2 
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· KES 3: f (x1) > f (x2)
Dalam kes ini,  f (x) mula menurun sebelum x mencapai x2. Dengan itu, 
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( Selang dalam mana 
[image: image113.wmf]x

 semestinya berada sama ada 
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 atau 
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 dipanggil SELANG KETAKPASTIAN.
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Rajah 1 : f (x1) < f (x2), 
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              Rajah 2 : f (x1) = f (x2), 
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              Rajah 3 : f (x1) > f (x2), 
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· Langkah-langkah:
1) Mula dengan kawasan ketakpastian untuk  
[image: image119.wmf]x

 dalam [a,b]. Nilaikan f (x) pada dua titik  x1 dan  x2.

2) Tentukan mana di antara kes 1, 2 dan 3 yang penuhi dan dapatkan satu selang ketakpastian yang lebih kecil.

3) Nilaikan f (x) pada 2 titik (algoritma ini menyatakan bagaimana kedua-dua titik baru tersebut harus dipilih).  Kembali ke langkah 2 kecuali jika panjang selang ketakpastian adalah cukup kecil.

Golden Search Section:

Katakan r merupakan punca positif yang unik bagi persamaan kuadratik r2 + r = 1.
1) Kira f (x) pada titi-titik  x1 dan  x2
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2) Cari nilai f (x1) dan f (x2)

(a)  Titik baru sebelah kiri:


 Gerakkan satu jarak yang bersamaan dengan satu pecahan r untuk selang ketakpastian semasa dari titik hujung sebelah kanan selang ketakpastian tersebut.

(b)  Titik baru sebelah kanan:


 Sebaliknya.

3)
Ulang langkah 1 jika selang belum kecil

· Setiap klai f (x) dinilai pada dua titik selang ketakpastian dikurangkan, kita katakana satu lelaran Golden Search Section  telah disempurnakan. Takrifkan:


Lk = panjang selang ketakpastian selepas k lelaran telah disempurnakan.


 Ik = selang ketakpasyian selepas k  lelaran telah disempurnakan 

· Didapati bahawa  L1 = r (b – a) dan I1 = (a, x2) atau I1 = (x1 , b). Dengan menggunakan tatacara ini, titik baru x3  dan x4 diperoleh dimana f (x) perlu dinilaikan.

· KES 1: f (x1) = f (x2)
Selang ketakpastian yang baru 
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, mempunyai panjang b – x1​ = r(b – a). Dengan itu,
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Titik baru sebelah kiri, x3 sma dengan titik sebelah kanan yang lama x2.
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· KES 2: f (x1) ≥ f (x2)
Selang ketakpastian yang baru 
[image: image125.wmf][
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, mempunyai panjang  x2 – a = r(b – a). Dengan itu,
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Titik baru sebelah kanan baru, x4 sama dengan titik sebelah kiri yang lama x1.
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· Sekarang nilai –nilai untuk f (x3) dan f (x4) boleh digunakan untuk mengurangkan panjang selang ketakpastian tersebut, Pada masa ini, 2 lelaran  GSS telah disempurnakan.
· Kita telah menunjukkan bahawa pada setiap lelaran GSS  f (x) hanya perlu dinilai pada  salah  satu  titik-titik baru sahaja.  Adalah mudah melihat bahawa 

L2 = r L1= r2 (a – b) 
dan secara am Lk = r Lk – 1 akan menghasilkan Lk = rk (a – b). Dengan itu, jika kita ingin letakkan selang ketakpastian terakhir mempunyai panjang  < 
[image: image128.wmf]ε

, maka kita perlu melaksanakan k lelaran GSS , dimana rk (a – b) < 
[image: image129.wmf]ε

.
Contoh :

Gunakan Golden Search Section untuk menyelesaikan
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Maksimum 1

t.k          10.75

x
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dengan selang ketakpastian terakhir mempunyai panjang kurang daripada ¼.
Penyelesaian
Langkah 1:

1) Di sini a = –1 dan b = 0.75 dengan b – a = 1.75. Tentukan bilangan lelaran k,
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2) Tentukan x1 dan x2.
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Langkah 2:
1) Tentukan f (x1) dan f (x2)
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Didapati f (x1) < f (x2), maka selang ketakpastian baru I1 = (x1 , b] =                               (–0.3315,0.75) dan x2 = x3. Juga L1 = 0.75+0.3315 = 1.0815.
Kemudian tentukan x3 dan x4.
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2) Tentukan f (x3) dan f (x4)
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Oleh kerana f (x3) > f (x4), maka selang ketakpastian baru I2 = [x1 , x4] =                               (–0.3315,0.3369) dan x2 = x3 dengan L2 = rL1 = 0.618(1.0815)= 0.6684.


Tentukan x5 dan x6.
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3) Tentukan f (x5) dan f (x6)
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Oleh kerana f (x5) > f (x6), maka selang ketakpastian baru I3 = [x1 , x6) =                               [–0.3315,0.0815) dengan L3 = rL2 = 0.618(0.6684)= 0.4130.


Tentukan x7 dan x8.
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4) Tentukan f (x7) dan f (x8)
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Oleh kerana f (x7) < f (x8), maka selang ketakpastian baru I4 = (x7 , x6] =                               (–1.0302,0.0815] dengan L4 = rL3 = 0.618(0.413)= 0.2552.


Tentukan x9 dan x10.
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5) Tentukan f (x9) dan f (x10)
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Oleh kerana f (x9) < f (x10), maka selang ketakpastian baru I5 = (x9 , x6] =                               (–0.0762,0.0815] dengan L5 = rL4 = 0.618(0.2552)=0.1577 < 0.25.

Oleh itu, 
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mesti berada dalam selang (–0.0762,0.0815]. Iaitu maksimum terjadi apabila 
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= 0.
PENDARAB LAGRANGE

· Pertimbangkan PTL berikut:
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                                 (1)
· Untuk menyelesaikan (1), sekutukan dengan satu pendarab λi dengan kekangan ke-I dalam (1) dan membentuk Lagrangian berikut:
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· Dapatkan satu titik 
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yang mengoptimumkan  . Dalam banyak situasi, 
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akan menyelesaikan (1).

· Sebagai contoh, jika masalah maksimum, maka pada 
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· Untuk membolehkan 
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 menyelesaikan maksimum 
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                               (2)
· Teorem 1 memberi syarat-syarat yang bermakna bahawa sebarang titik 
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 yang memenuhi (2) akan menghasilkan satu penyelesaian optimum kepada 
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· TEOREM 1
Katakan (1) adalah masalah maksimum. Jika f (x1, x2,…,xn) adalah suatu fungsi cekung dan pada setiap 
[image: image156.wmf](
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adalah asatu fungsi linear, maka sebarang titik 
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 yang memenuhi (2) akan menghasilkan satu penyelesaian optimum 
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· TEOREM 1'
Katakan (1) adalah masalah minimum. Jika f (x1, x2,…,xn) adalah suatu fungsi cembung dan pada setiap 
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 yang memenuhi (2) akan menghasilkan satu penyelesaian optimum 
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Contoh :

Sebuah syarikat merancang untuk membelanjakan RM 10 000 untuk pengiklanan. Kos pengiklanan di televisyen ialah RM 3000 seminit dan kos pengiklanan radio ialah RM 1000 seminit. Jika syarikat tersebut memperolehi x minit masa pengiklanan televisyen dan y minit masa pengiklanan di radio, pendapatannya diberikan oleh f (x,y) = –2x2  –y2 + xy + 8x +3y. Bagaimanakah syarikat tersebut dapat memaksimumkan pendapatannya?

Penyelesaian

Kita ingin menyelesaikan PTL berikut:
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Oleh itu, 
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Perhatikan bahawa 10 – 3x – y = 0 diringkaskan kepada kekangan 3x + y = 10. Persamaan (i) menghasilkan 
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                                        (iv)
Masukkan (iv) ke dalam 
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                                                (v)
Gantikan (iv) dan (v) dalam (iii),
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Seterusnya gantikan λ=1/4 dalam (iv) dan (v)




[image: image172.wmf]20173

7428

19169

7428

y

x

æö

=-=

ç÷

èø

æö

=-=

ç÷

èø


Dengan itu, syarikat tersebut perlu memperoleh 69/28 minit masa pengiklanan di televisyen 73/28 minit masa pengiklanan di radio. Oleh kerana λ=1/4, maka dengan membelanjakan sejumlah tambahan 
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 (ribu) untuk pengiklanan (untuk 
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yang lebih kecil) keuntungan syarikat tersebut akan bertambah dengan lebih kurang RM 0.25
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 (ribu) . 
KAEDAH SYARAT KHUN TUCKER

· Pertimbangkan PTL berikut:
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       (1)

dengan 
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 merupakan penyelesaian optimum bagi masalah PTL ini.
· Jika terdapat kekangan dalam bentuk 
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, maka perlu tukar kepada 
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· Jika terdapat kekangan dalam bentuk 
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, maka perlu ditukarkan kepada 
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· TEOREM 1
Katakan (1) ialah masalah maksimum. Jika 
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 satu penyelesaian optimum kepada (1), maka 
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 semestinya memenuhi m kekenagan dalam (1) dan semestinya wujud pendarab 
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· TEOREM 1'
Katakan (1) ialah masalah minimum. Jika 
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 satu penyelesaian optimum kepada (1), maka 
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 semestinya memenuhi m kekenagan dalam (1) dan semestinya wujud pendarab 
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   (vi)


(
Pendarab 
[image: image191.wmf]i

l

boleh dikatakan sebagai harga bayangan untuk kekangan ke-i dalam (1).

· Dalam kebanyakan situasi, syarat K-T digunakan untuk PTL dengan pembolehubah tak negatif. Pertimbangkan PTL berikut:
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· Jika pendarab 
[image: image193.wmf]12

,,...,

n

mmm

dengan kekangan tak negative dalam (2), maka Teorem 1 dan Teorem 1' akan diringkaskan ke Teorem 2 dan Teorem 2'.
· TEOREM 2
Katakan (2) ialah masalah maksimum. Jika 
[image: image194.wmf](

)

12

,,...,

n

xxxx

=

 satu penyelesaian optimum kepada (2), maka 
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 semestinya memenuhi kekenagan-kekangan  dalam (2) dan semestinya wujud pendarab 
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Oleh kerana 
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(i) adalah bersamaan dengan 
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· TEOREM 2'
Katakan (2) ialah masalah minimum. Jika 
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 satu penyelesaian optimum kepada (2), maka 
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 semestinya memenuhi kekangan-kekanagan dalam (2) dan semestinya wujud pendarab 
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Oleh kerana 
[image: image203.wmf]0 

j

m

³

(vi) adalah bersamaan dengan 
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· Seterusnya Teorem 3 dan 3' berikut member syarat yang mencukupi untuk 
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 menjadi satu penyelesaian optimum bagi (1) dan (2).
· TEOREM 3
Katakan (1) adalah masalah pemaksimuman. Jika f (x1, x2,…,xn) adalah suatu fungsi cekung dan g1 (x1, x2,…,xn), g2 (x1, x2,…,xn), …, gm (x1, x2,…,xn) adalah fungsi cembung, maka sebarang titik 
[image: image206.wmf]x

yang memenuhi hipotesis Teorem 1 merupakan satu penyelesaian optimum kepada (1). Juga jika (2) adalah masalah pemaksimuman,  f (x1, x2,…,xn) adalah suatu fungsi cekung dan g1 (x1, x2,…,xn), g2 (x1, x2,…,xn), …, gm (x1, x2,…,xn) adalah fungsi cembung, maka sebarang titik 
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yang memenuhi hipotesis Teorem 2 merupakan satu penyelesaian optimum kepada (2).
· TEOREM 3'
Katakan (1) adalah masalah peminimuman. Jika f (x1, x2,…,xn) adalah suatu fungsi cembung dan g1 (x1, x2,…,xn), g2 (x1, x2,…,xn), …, gm (x1, x2,…,xn) adalah fungsi cembung, maka sebarang titik 
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yang memenuhi hipotesis Teorem 1'  merupakan satu penyelesaian optimum kepada (1). Juga jika (2) adalah masalah peminimuman,  f (x1, x2,…,xn) adalah suatu fungsi cembung dan g1 (x1, x2,…,xn), g2 (x1, x2,…,xn), …, gm (x1, x2,…,xn) adalah fungsi cembung, maka sebarang titik 
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yang memenuhi hipotesis Teorem 2' merupakan satu penyelesaian optimum kepada (2).

· Dalam menggunakan syarat K-T, pendarab 
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. Oleh itu 4 kes perlu dipertimbangkan :
1) KES 1 :  
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               Dari (i), akan peroleh f ' (
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3) KES 3 : 
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     Oleh kerana 
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     Daripada kes 2 dan kes 3 diperoleh  
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 dan 
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. Kontradiksi ini menunjukkan kes 4 mungkin tidak berlaku.
Contoh :
Seorang pemonopoli boleh membeli sehingga 17.25 auns bahan kimia dengan harga RM 10 seauns. Dengan kos RM 3 seauns bahan kimia tersebut boleh diproses menjadi satu auns produk 1 dan dengan kos RM 5 seauns bahan kimia tersebut boleh diproses menjadi satu auns produk 2. Jika x1 auns produk I dihasilkan, naka produk 1 boleh dijual dengan harga RM 30 – x1 seauns. Jika x2  auns produk 2 dihasilkan, naka produk 2 boleh dijual dengan harga RM 50 – x2  seauns. Tentukan bagaimana pemonopoli boleh memaksimumkan keuntungannya.
Penyelesaian

Katakan x1 = bilangan auns produk 1 yang dihasilkan
               x2 = bilangan auns produk 2 yang dihasilkan

               x3 = bilangan auns bahan kimia yang diproses

Dengan itu, PTL berikut hendaklah diselesaikan,
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Perhatikan bahawa fungsi objektif bagi PTL ini adalah fungsi cekung dan kekangan PTL ini adalah fungsi cembung (kerana ia adalah linear). Dengan itu Teorem 3 menunjukkan bahawa syarat K-T adalah perlu dan mencukupi untuk (x1, x2,…,xn) menjadi penyelesaian optimum PTL di atas.
Gunakan Teorem 1:

Katakan penyelesaian optimum 
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Syarat 1 :
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Syarat 2:
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Syarat 3:
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Oleh itu pertimbangkan 4 kes;

1) KES 1: 
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Tidak berlaku kerana tidak penuhi (3).
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2) KES 2 : 
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Didapati 
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3) KES 3 : 
[image: image244.wmf](

)

12

0,0

ll

>=


     Dari (i) 



Didapati 
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Gantikan 
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, x1 dan x2 dalam (4)
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Oleh itu, 
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memenuhi syarat K-T.

4) KES 4 : 
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Kes 3 sudah mendapat penyelesaian optimum. Oleh itu tidak perlu lakukan kes 4.
Kesimpulan

Oleh itu penyelesaian optimum bagi PTL ini adalah dengan membeli 17.25 auns bahan kimia dan menghasilkan 8.5 auns produk 1 dan 8.75 auns produk 2. Untuk 
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 yang kecil,  
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menunjukkan bahawa jika tambahan keuntungan
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 auns bahan kimia diperoleh tanpa bayaran, maka keuntungan bertambah 10
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. Oleh kerana 
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, keupayaan untuk memperoleh sejumlah 
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 auns tambahan bahan kimia tidak akan menambahkan keuntungan.
KAEDAH PENAIKAN PALING CURAM 

· Katakan ingin menyelesaikan PTL tanpa kekangan berikut:



[image: image259.wmf]12

12

Maksimum (,,..,)

t.k              (,,..,)  

n

n

n

zfxxx

xxxx

=

=ÎÂ


· Definisi:
Diberi satu vektor 
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· Definisi:
Vektor kecerunan untuk f (x1, x2,…,xn) ditulis seperti 
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 mentakrifkan sebagai arah 
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· Langkah-langkah:
L1 :
Bermula dari titik vo dan takrifkan 
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 sebagai kecerunan f bergerak pada arah 
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L2 :
Nilai tak negatif t, bergerak dari titik 
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L3 :
Cari  to, dengan menggunakan penyelesaian





[image: image270.wmf]000

0

Maksimum (())

t.k                        0  

zfvtfv

t

=+Ñ

³


L4 :
Berhenti apabila 
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 iaitu nilai menghampiri sifar.

L5 :
Jika 
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 , ulang semula langkah-langkah di atas.

Contoh:

Gunakan kaedah penaikan paling curam untuk menganggar penyelesaian PTL berikut
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Penyelesaian

L1 :
Katakan pilih  titik awalan c\secara rawak iaitu  vo= (1, 1). Kemudian cari 
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Iaitu vo bergerak ke arah (4, 2).

L2 :
Cari t0,
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Kemudian cari f ' (t0),
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Dengan menentukan f ' (t0)=0, maka
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L3 :
Cari titik baru v1,
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Kemudian cari 
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L4 :
Akhir sekali cari 
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Oleh itu, penyelesaian optimal bagi masalah PTL ini telah ditemui.[image: image284.emf] 
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